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linéaires discrets

Olivier Bachelier, Nima Yeganefar, Thomas Cluzeau, Francisco
Silva, Alexandre Rigaud

Présentation Mires
13 Avril 2022

1/29 Olivier Bachelier, Nima Yeganefar, Thomas Cluzeau, Francisco Silva, Alexandre RigaudRelations entre les différentes définitions de stabilité pour les modèles 2D de Roesser linéaires discrets
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Stabilité Asymptotique
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linéaire discret
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Modèle de Roesser

2/29 Olivier Bachelier, Nima Yeganefar, Thomas Cluzeau, Francisco Silva, Alexandre RigaudRelations entre les différentes définitions de stabilité pour les modèles 2D de Roesser linéaires discrets
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Stabilité Structurelle
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Modèle de Roesser 2D linéaire discret
Modèle de Fornasini-Marchesini 2D linéaire discret

R-mod

(
xhi+1,j

xvi ,j+1

)
= A

(
xhi ,j
xvi ,j

)
=

(
A11 A12

A21 A22

)(
xhi ,j
xvi ,j

)
(1)

∀(i , j) ∈ N2, xhi ,j ∈ Rn1 , xvi ,j ∈ Rn2 , A ∈ Mn1+n2(R).

Les conditions initiales sont données par xh0,j et x
v
i ,0.

On note xi ,j =

(
xhi ,j
xvi ,j

)
∈ Rn où n = n1 + n2.
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Modèle de Roesser 2D linéaire discret
Modèle de Fornasini-Marchesini 2D linéaire discret

FM-Mod

xi+1,j+1 = Axi ,j+1 + Bxi+1,j (2)

∀(i , j) ∈ N2, xi ,j ∈ Rn, A, B ∈ Mn(R).
Les conditions initiales sont données par x0,j et xi ,0.

Les solutions sont données par :

xi+1,j+1 =

j∑
k=0

Ui ,kAx0,j+1−k +
i∑

k=0

Uk,jBxi+1−k,0

où la suite Ui ,j est définie par :{
Ui+1,j+1 = Ui ,j+1A+ Ui+1,jB,
∀i , j ∈ N, Ui ,0 = Ai , U0,j = B j .
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Stabilité Structurelle
Stabilité Asymptotique
Stabilité Exponentielle

Définition (R-SS)

(1) est dit structurellement stable si :

∀|λ|, |µ| ≤ 1, det

(
In1+n2 −

(
λIn1 0
0 µIn2

)
A

)
̸= 0.

Définition (FM-SS)

(2) est dit structurellement stable si :

∀|λ|, |µ| ≤ 1, det (In − λA− µB) ̸= 0.
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Nouvelles relations
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Stabilité Structurelle
Stabilité Asymptotique
Stabilité Exponentielle

Définition (R-AS)

Le point d’équilibre zéro de (1) est :
(i) stable (au sens de Lyapunov) si :(
∀ε > 0, ∃δε > 0; (

∥∥∥xh0,j∥∥∥ < δε,
∥∥∥xvi ,0∥∥∥ < δε) ⇒ (∥xi ,j∥ < ε)

)
,

∀(i , j) ∈ N2.
(ii) attractif si limi+j→∞ xi ,j = 0 quand limj→∞ xh0,j = 0 et
limi→∞ xvi ,0 = 0.
(iii) asymptotiquement stable s’il est stable et attractif.

limi+j→∞ xi ,j = 0 signifie :

∀ε > 0 ∃N ∈ N; i + j ≥ N ⇒ ∥xi ,j∥ ≤ ε.

Remarque : FM
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Présentation des modèles
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Stabilité Structurelle
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Stabilité Structurelle
Stabilité Asymptotique
Stabilité Exponentielle

Définition (R-ES1)

(1) est dit exponentiellement stable si il existe M > 0 et q ∈]0, 1[
tels que, pour toutes conditions initiales (xh0,j , x

v
i ,0), ∀(i , j) ∈ N2,

∥∥∥xhi ,j , xvi ,j∥∥∥ = ∥xi ,j∥ ≤ M

 j∑
k=0

∥∥∥xh0,k∥∥∥
qk+1

+
i∑

k=0

∥∥∥xvk,0∥∥∥
qk+1

 qi+j .

Remarque : FM.

Définition (R-ES2)

(1) est dit exponentiellement stable si pour toutes conditions
initiales (xh0,j , x

v
i ,0) telles qu’il existe M > 0 et q ∈]0, 1[ tels que

pour tous i , j ,
∥∥∥xh0,j∥∥∥ ≤ Mqj et

∥∥∥xvi ,0∥∥∥ ≤ Mqi alors il existe M ′ > 0

et q′ ∈]0, 1[ tels que ∥xi ,j∥ ≤ M ′q′i+j pour tout couple (i , j).
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Notions de stabilité, définitions
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Présentation des modèles
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Modèle de Fornasini-Marchesini
Modèle de Roesser

FM-ES2⇒FM-ES1

Supposons FM-ES2 et considérons la famille de CI : ∀k ∈ [1..n],

xi ,0 = 0 ∀i ∈ N et xk0,i =

{
ek si i = 1,
0 sinon,

où ek = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)T est le k−ième vecteur de la base
canonique de Rn. La solution devient

xi+1,j+1 =

j∑
k=0

Ui ,kAx0,j+1−k +
i∑

k=0

Uk,jBxi+1−k,0

xi+1,j+1 = Ui ,jAe
k .

Les CI étant à décroissance exponentielle, ∀k ∈ [1..n],∃Mk > 0,
qk ∈ (0, 1) :

∥xi ,j∥ =
∥∥∥Ui ,jAe

k
∥∥∥ ≤ Mkq

i+j
k ≤ Mqi+j ,
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où ek = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)T est le k−ième vecteur de la base
canonique de Rn. La solution devient

xi+1,j+1 =

j∑
k=0

Ui ,kAx0,j+1−k +
i∑

k=0

Uk,jBxi+1−k,0

xi+1,j+1 = Ui ,jAe
k .
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FM-ES2⇒FM-ES1

Il existe M ′ tel que

∥Ui ,jA∥ ≤ M ′qi+j ,

∥Ui ,jB∥ ≤ M ′qi+j (par symétrie).
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Modèle de Fornasini-Marchesini
Modèle de Roesser

FM-ES2⇒FM-ES1

Soient x0,j et xi ,0 des CI quelconques. En reprenant l’expression de
la solution de FM :

∥xi+1,j+1∥ ≤
j∑

k=0

∥Ui ,kA∥ ∥x0,j+1−k∥+
i∑

k=0

∥Uk,jB∥ ∥xi+1−k,0∥

≤ M ′

(
j∑

k=0

qi+k ∥x0,j+1−k∥+
i∑

k=0

qj+k ∥xi+1−k,0∥

)

≤ M ′

(
j+1∑
k=1

qi+j+1−k ∥x0,k∥+
i+1∑
k=1

qi+j+1−k ∥xk,0∥

)

≤ M ′

(
j∑

k=0

∥x0,k∥
qk

+
i∑

k=0

∥xk,0∥
qk

)
qi+j
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Nouvelles relations
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Nous allons utiliser les relations connues pour FM afin d’établir des
nouvelles relations pour Roesser.

14/29 Olivier Bachelier, Nima Yeganefar, Thomas Cluzeau, Francisco Silva, Alexandre RigaudRelations entre les différentes définitions de stabilité pour les modèles 2D de Roesser linéaires discrets
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Modèle de Fornasini-Marchesini
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Le modèle de Roesser peut se réecrire comme le modèle de
Fornasini-Marchesini suivant :

xi+1,j+1 =

(
A11 A12

0 0

)
xi ,j+1 +

(
0 0

A21 A22

)
xi+1,j

où les conditions initiales sont données par x0,j = (xh0,j , x
v
0,j)

T et

xi ,0 = (xhi ,0, x
v
i ,0)

T .
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Modèle de Fornasini-Marchesini
Modèle de Roesser

R-SS⇒R-ES1
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Modèle de Fornasini-Marchesini
Modèle de Roesser

R-SS⇒R-ES1

Supposons que (1) est stable structurellement, ∀|λ|, |µ| ≤ 1,

det

(
In1+n2 −

(
λA11 λA12

µA21 µA22

))
̸= 0

⇔ det

(
In1+n2 − λ

(
A11 A12

0 0

)
− µ

(
0 0
A21 A22

))
̸= 0.

Le modèle FM associé est donc aussi SS et donc ES1.
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R-SS⇒R-ES1

Il existe M > 0 et 0 < q < 1 tels que

∥xi ,j∥ ≤ M

(
j∑

k=0

∥x0,k∥
qk+1

+
i∑

k=0

∥xk,0∥
qk+1

)
qi+j .

Inegalité verifiée pour toutes conditions initiales, en particulier pour
x0,j = (xh0,j , 0n2)

T et xi ,0 = (0n1 , x
v
i ,0)

T .
∃α, α′ > 0 tels que∥∥∥(xh0,j , 0n2)T∥∥∥ ≤ α

∥∥∥(xh0,j , 0n2)T∥∥∥
2
= α

∥∥∥xh0,j∥∥∥
2
≤ αα′

∥∥∥xh0,j∥∥∥ .
∥xi ,j∥ ≤ Mαα′

 j∑
k=0

∥∥∥xh0,k∥∥∥
qk+1

+
i∑

k=0

∥∥∥xvk,0∥∥∥
qk+1

 qi+j .

et (1) est R-ES1.
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Modèle de Roesser

R-SS⇒R-ES1

Il existe M > 0 et 0 < q < 1 tels que

∥xi ,j∥ ≤ M

(
j∑

k=0

∥x0,k∥
qk+1

+
i∑

k=0

∥xk,0∥
qk+1

)
qi+j .
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R-ES1⇒R-SS

Supposons que (1) est R-ES1. Par construction les CI du modèle

de Fornasini équivalent vérifient : ∥x0,j∥ ≥ K
∥∥∥xh0,j∥∥∥ et

∥xi ,0∥ ≥ K ′
∥∥∥xvi ,0∥∥∥ pour K ,K ′ > 0. Ainsi, on a l’existence de

M > 0 et q ∈ (0, 1) tels que

∥xi ,j∥ ≤ M

 j∑
k=0

∥∥∥xh0,k∥∥∥
qk+1

+
i∑

k=0

∥∥∥xvk,0∥∥∥
qk+1

 qi+j ,

≤ M max (
1

K
,
1

K ′ )

(
j∑

k=0

∥x0,k∥
qk+1

+
i∑

k=0

∥xk,0∥
qk+1

)
qi+j ,

et le modèle FM équivalent est FM-ES1 et donc FM-SS.
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Relations déjà établies entre les notions de stabilité
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R-ES1⇒R-SS

∀|λ|, |µ| ≤ 1,

det

(
In − λ

(
A11 A12

0 0

)
− µ

(
0 0
A21 A22

))
̸= 0

⇔ det

(
In1+n2 −

(
λA11 λA12

µA21 µA22

))
̸= 0,

qui est, par définition, R-SS.
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Le contre-exemple : R-AS pas R-SS

(
xhi+1,j

xvi ,j+1

)
=

(
1/2 1/4
1 1/2

)(
xhi ,j
xvi ,j

)
.

On peut calculer les solutions : ∀(i , j) ∈ N2,

xhi ,j =

j∑
k=0

(
i + k − 1

k

)
1

2i+k
xh0,j−k +

i−1∑
k=0

(
j + k

k

)
1

2k+j+2
xvi−1−k,0,

xvi ,j =

j−1∑
k=0

(
i + k

k

)
1

2i+k
xh0,j−k−1 +

i∑
k=0

(
j + k − 1

k

)
1

2k+j
xvi−k,0.
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Présentation des modèles
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Ce modèle n’est pas R-SS car pour λ = µ = 1,

det

(
I2 −

(
λ 0
0 µ

)(
1/2 1/4
1 1/2

))
= 0.

On peut montrer qu’il est R-AS en montrant qu’il est attractif (ce
qui est suffisant). Pour xh par exemple :

|xhi,j | ≤ |
j∑

k=0

(
i + k − 1

k

)
1

2i+k
xh0,j−k︸ ︷︷ ︸

:=S1
i,j

|+ |
i−1∑
k=0

(
j + k

k

)
1

2k+j+2
xvi−1−k,0︸ ︷︷ ︸

:=S2
i,j

|.
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Notions de stabilité, définitions
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|S1
i ,j | ≤

1

2i

j∑
k=0

(
i + k − 1

k

)
1

2k
|xh0,j−k |,

≤ ε

2i

j−N0∑
k=0

(
i + k − 1

k

)
1

2k
+

∥∥∥xh0,.∥∥∥∞
2i

j∑
k=j−N0+1

(
i + k − 1

k

)
1

2k
,

≤ ε
1

2i

+∞∑
k=0

(
i + k − 1

k

)
1

2k︸ ︷︷ ︸
=

1

(1− 1
2)

i

+

∥∥∥xh0,.∥∥∥∞
2i

j∑
k=j−N0+1

(
i + k − 1

k

)
1

2k
,

≤ ε+

∥∥∥xh0,.∥∥∥∞
2i

j∑
k=j−N0+1

(
i + k − 1

k

)
1

2k
.
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∀k ≤ j ,
(i+k−1

k

)
≤
(i+k

k

)
≤
(i+j

i

)
≤
( i+j

⌊ i+j
2
⌋

)
.

|S1
i ,j | ≤ ε+

∥∥∥xh0,.∥∥∥∞
2i

(
i + j

i

) j∑
k=j−N0+1

1

2k
,

≤ ε+

∥∥∥xh0,.∥∥∥∞
2i

(
i + j

i

)
2N0

2j
,

≤ ε+
2N0

∥∥∥xh0,.∥∥∥∞
2i+j

(
i + j

⌊ i+j
2 ⌋

)
.

Stirling, 1
2n

( n
⌊ n
2
⌋
)

∼
n→∞

√
2
nπ , pour n = i + j , on obtient le résultat.
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Nouvelles Relations pour le Roesser
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