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Présentation des modeles

Modeéle de Roesser 2D linéaire discret
Modele de Fornasini-Marchesini 2D linéaire discret

(GGt o

V(i.J) €I, Kl € R, x!) € R, A€ Mayim(R).

Les conditions initiales sont données par Xé’J et x/g.
xh.
On note x; ; = <X’VJ> € R" ot n= ny + no.

i
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Présentation des modeles

Modele de Roesser 2D linéaire discret
Modele de Fornasini-Marchesini 2D linéaire discret

Xit1j+1 = AXijr1 + Bxip1j (2)

V(i,j) e N2, xij € R", A Be MuR).
Les conditions initiales sont données par xp; et x; 0.
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Présentation des modeles

Modele de Roesser 2D linéaire discret
Modele de Fornasini-Marchesini 2D linéaire discret

Xit1,j41 = Axijr1 + BXiy1 (2)
V(i,j) € ]N2, Xij € R", A B¢ Mn(R)
Les conditions initiales sont données par xp; et x; 0.
Les solutions sont données par :

J i
Xit1j+1 = Z Ui kAxo j+1—k + Z Uk jBxit1-k,0
k=0 k=0

ou la suite U;; est définie par :

Uitrjrr = Uijr1A+ Uiy jB,
VijeN, Ug=A, Up=5.
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Stabilité Structurelle

Notions de stabilité, définitions R S

Stabilité Exponentielle

Définition (R-SS)
(1) est dit structurellement stable si :

Ap 0

V|)\‘, |:u’| <1, det In1+n2 - 0 Hln
2

A) #£0.
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Stabilité Structurelle

Notions de stabilité, définitions R S

Stabilité Exponentielle

Définition (R-SS)

(1) est dit structurellement stable si :

Al 0
VLIl < 1, det (I = (Y79 ) 4) 20,

fidn, |
Définition (FM-SS)
(2) est dit structurellement stable si :
VAL [l < 1, det(fy — AA — uB) # 0. |
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Stabilité Structurelle
Stabilité Asymptotique

Notions de stabilité, définitions

Stabilité Exponentielle

Définition (R-AS)

Le point d'équilibre zéro de (1) est :

(i) stable (au sens de Lyapunov) si :

(Ve > 0,30 > 0; (||| < 0 |t < 8 = sl < ) ,
V(i,j) € N2,

(i) attractif si limi; ;00 Xij = 0 quand limj_,o Xé’J =0et
lim;_ o0 x,-‘fo =0.

(iii) asymptotiquement stable s'il est stable et attractif.
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Stabilité Structurelle

Notions de stabilité, définitions Sifiifi Acymiisie

Stabilité Exponentielle

Définition (R-AS)

Le point d'équilibre zéro de (1) est :

(i) stable (au sens de Lyapunov) si :

(Ve > 0,30 > 0; (||| < 0 |t < 8 = sl < ) ,
V(i,j) € N2,

(i) attractif si limi; ;00 Xij = 0 quand limj_,o Xé’J =0et
lim;_ o0 x,-‘fo =0.

(iii) asymptotiquement stable s'il est stable et attractif.

lim; 100 Xij = 0 signifie :

Ve>0 INeEN, i+j>N=|x | <e.
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Stabilité Structurelle

Notions de stabilité, définitions Sifiifi Acymiisie

Stabilité Exponentielle

Définition (R-AS)

Le point d'équilibre zéro de (1) est :

(i) stable (au sens de Lyapunov) si :

(Ve > 0,30 > 0; (||| < 0 |t < 8 = sl < ) ,
V(i,j) € N2,

(i) attractif si limi; ;00 Xij = 0 quand limj_,o Xé’J =0et
lim;_ o0 x,-‘fo =0.

(iii) asymptotiquement stable s'il est stable et attractif.

lim; 100 Xij = 0 signifie :

Ve>0 INeEN, i+j>N=|x | <e.

Remarque : FM
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Stabilité Structurelle

Notions de stabilité, définitions Sl Aomsite

Stabilité Exponentielle

Définition (R-ES1)

(1) est dit exponentiellement stable si il existe M > 0 et g €]0,1]

tels que, pour toutes conditions initiales (xg, xo), ¥(/,j) € IN?,

h v
el = ety

j j ‘
=l <MD mg +) ey
q g

+J

h v
HXiJ7 Xij
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Stabilité Structurelle

Notions de stabilité, définitions Sl Aomsite

Stabilité Exponentielle

Définition (R-ES1)

(1) est dit exponentiellement stable si il existe M > 0 et g €]0,1]

tels que, pour toutes conditions initiales (xg, xo), ¥(/,j) € IN?,

h v
el = ety

j j ‘ _
=l <MD g+ oy | a7
q g

INR

h %
o

Remarque : FM.
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Stabilité Structurelle

Notions de stabilité, définitions Sl Aomsite

Stabilité Exponentielle

Définition (R-ES1)

(1) est dit exponentiellement stable si il existe M > 0 et g €]0,1]
tels que, pour toutes conditions initiales (xg, xo), ¥(/,j) € IN?,

: Sl - e
HX’J’X Z Z k+1 "
k=0 V.

Remarque : FM.
Définition (R-ES2)
(1) est dit exponentiellement stable si pour toutes conditions
initiales (xé"j, /o) telles qu'il existe M > 0 et q €]0, 1] tels que
pour tous /,J, ‘X&J-H < Mg/ et x ‘ < Mgq' alors il existe M’ > 0
et ¢’ €]0, 1[ tels que ||x; ;|| < M'q""*/ pour tout couple (i, ). |
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Modele de Fornasini-Marchesini
Relations déja établies entre les notions de stabilité Modele de Roesser

Stabilité
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Modele de Fornasini-Marchesini

Relations déja établies entre les notions de stabilité Modele de Roesser

Roesser !

Stabilité
Exponentielle 1
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Modele de Fornasini-Marchesini
Modele de Roesser
Nouvelles relations

Stabilité
Exponentielle 1
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Modele de Fornasini-Marchesini
Modele de Roesser
Nouvelles relations

FM-ES2=FM-ES1
Supposons FM-ES2 et considérons la famille de Cl : Yk € [1..n],

k P
. e“sii=1
Xi’O_OVIGNetX&i_{Osinon ’

ot ek =(0,...,0,1,0,...,0)7 est le k—ieme vecteur de la base
canonique de R". La solution devient

J i
Xit1j+1 = Z Ui kAxo j+1-k + Z Uk jBXit1-k,0
k=0 k=0

K
Xit1,j+1 = UjjAe".
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Modele de Fornasini-Marchesini
Modele de Roesser
Nouvelles relations

FM-ES2=FM-ES1
Supposons FM-ES2 et considérons la famille de Cl : Yk € [1..n],

k P
. e“sii=1
Xi’O_OVIGNetX&i_{Osinon ’

ot ek =(0,...,0,1,0,...,0)7 est le k—ieme vecteur de la base
canonique de R". La solution devient

J i
Xit1j+1 = Z Ui kAxo j+1-k + Z Uk jBXit1-k,0
k=0 k=0

K
Xit1,j+1 = UjjAe".

Les Cl étant a décroissance exponentielle, Vk € [1..n],3IMj > 0,
gk € (0,1) :

Ixijll = HUi,jAekH < Myq,” < Mg,
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Modele de Fornasini-Marchesini
Modele de Roesser
Nouvelles relations

FM-ES2=FM-ES1

Il existe M’ tel que

Ui jAll < Mg,
|U;jB|| < M'q"™ (par symétrie).
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Modele de Fornasini-Marchesini
Modele de Roesser
Nouvelles relations

FM-ES2=FM-ES1

Soient xp ; et x; g des Cl quelconques. En reprenant I'expression de
la solution de FM :

J i
Ixigrgall <) NUikAl xoje1—kll + D 1 UkjBll Ixis1-kol

k=0 k=0
i o
<M (Z a K ol + Y @ HXf+1k,o||>
k=0 k=0

j+1 o i+1 o
<M (Z G ol + D gk ||Xk,0||>
k=1 k=1

i
Xk,O PR
eyl )w

k=0
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<M (§ Y
k=0




Modele de Fornasini-Marchesini

Modeéle de Roesser

Nouvelles relations

Nous allons utiliser les relations connues pour FM afin d’établir des
nouvelles relations pour Roesser.
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Modele de Fornasini-Marchesini

Modeéle de Roesser

Nouvelles relations

Le modele de Roesser peut se réecrire comme le modele de
Fornasini-Marchesini suivant :

s o | o)t Aoy | Agp )
R .. P , L h v
ol les conditions initiales sont données par xo; = (xg;, g ;)

Xi,0 = (Xiﬁov Xi‘fo) T
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Modele de Fornasini-Marchesini

Modeéle de Roesser

Nouvelles relations

Relations entre les differentes notions de
stabilite :

-= é @
S-D-@-D
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Modele de Fornasini-Marchesini
Modele de Roesser

Nouvelles relations

R-SS=R-ES1

Relationy entre les différentes notions de
stabilite :
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Modele de Fornasini-Marchesini
Modeéle de Roesser
Nouvelles relations

R-SS=R-ES1

Supposons que (1) est stable structurellement, V|\|, |u| < 1,

AA AA
det (Inim = (0 232)) 0

Aln A 0 0
< det <In1+"2 —A < 0 0 ) s <A21 A22>> 7o

Le modéle FM associé est donc aussi SS et donc ES1.
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Modele de Fornasini-Marchesini
Modeéle de Roesser
Nouvelles relations

R-SS=R-ES1

Il existe M >0 et 0 < g <1 tels que

| OkH Ixkoll \ it
xijll < M Z Z pres gt
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Modele de Fornasini-Marchesini
Modeéle de Roesser
Nouvelles relations

R-SS=R-ES1

Il existe M >0 et 0 < g <1 tels que

[0,k Ixkoll \ it
[[xijll < M Z gFH Z gk+1 q".

Inegalité verifiée pour toutes conditions initiales, en particulier pour
_(yh T _ T
X0 = (XO,j70n2) et Xio = (OHI’XXO) :

IkPpIe  Olivier Bachelier, Nima Yeganefar, Thomas Cluzeau, Francisco Si Relations entre les différentes d ions de stabilité po



Modele de Fornasini-Marchesini
Modeéle de Roesser
Nouvelles relations

R-SS=R-ES1

Il existe M >0et0< g <1 tels que

[0,k Ixkoll \ it
[[xijll < M Z gFH Z gk+1 q".

Inegalité verifiée pour toutes conditions initiales, en particulier pour
_ (yh T _

X0,j = (XO,J'70”2) et Xj0 = (Onl?Xi‘fO

Jda, o’ > 0 tels que

60007 < o 6007

).

= o = e )
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Modele de Fornasini-Marchesini
Modeéle de Roesser
Nouvelles relations

R-SS=R-ES1

Il existe M >0et0< g <1 tels que

[0,k Ixkoll \ it
il < M Z grt Z g+l q.

Inegalité verifiée pour toutes conditions initiales, en particulier pour
_(yh T _ T

X0, = (XO,j70n2) et Xio = (OHI’XXO) :

Jda, o’ > 0 tels que

[685:0m)T| < ]| 0,00, = o [, < e
N[ s A A
x4l < Maa/ ZWJFZ s .
k=0 k=0

et (1) est R-ESIL.
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Modele de Fornasini-Marchesini
Modeéle de Roesser
Nouvelles relations

R-ES1=R-SS

Relationy entre les différentes notions de
stabilite :

.<=>@<=>.=>.
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Modele de Fornasini-Marchesini
Modeéle de Roesser
Nouvelles relations

R-ES1=R-SS

Supposons que (1) est R-ES1. Par construction les Cl du modele
de Fornasini équivalent vérifient : [|xo]| > K ngJH et

[xioll = K"||xo]|| pour K, K" > 0. Ainsi, on a I'existence de
M >0et qgc (0,1) tels que

I ] el
Ixijll < M Z P k+1 g,
k=0 aq k=0 aq
I sl = Ixol
0,k k,0
k=0 k=0

et le modeéle FM équivalent est FM-ES1 et donc FM-SS.
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Modele de Fornasini-Marchesini
Modeéle de Roesser
Nouvelles relations

R-ES1=R-SS

VAL [ul <1,

Al A 0 O
s ) (8 )

M1 Moo
& det (In1+n2 - (/J,A21 MA22>) ;é O’

qui est, par définition, R-SS.
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Modele de Fornasini-Marchesini

Modeéle de Roesser

Nouvelles relations

Relations entre les differentes notions de
stabilite :

.<=@ .
.<=>@=>.=>.
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Modele de Fornasini-Marchesini
Modeéle de Roesser
Nouvelles relations

Le contre-exemple : R-AS pas R-SS

Xilz&-l,j 1/2 1/4 Xih,j

x/i1 1 1/2) \xV,

IJ
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Modele de Fornasini-Marchesini
Modeéle de Roesser
Nouvelles relations

Le contre-exemple : R-AS pas R-SS

Xiiz&-lJ — 1/2 1/4 Xth
x/i1 1 1/2)\x;) "

On peut calculer les solutions : V(i, ) € IN?,

J . i—1
XiJ_Z( K 2:+kX0J kT oktj+2 X 1-k,05
k=0

j—1 . i .
i+k\ 1 P+ k—1\ 1
Xi‘ij = Z < K )Wxgyj_k—l + < Kk >WX,'V_I<70.
=0 0
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Modele de Fornasini-Marchesini

Modeéle de Roesser

Nouvelles relations

Ce modele n'est pas R-SS car pour A =pu =1,

A 0\ [1/2 1/4
0 u)\ 1 1/2

det | h — =0.
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Modele de Fornasini-Marchesini

Modeéle de Roesser

Nouvelles relations

Ce modele n'est pas R-SS car pour A =pu =1,

(o (3 9) (2 1) -

On peut montrer qu'il est R-AS en montrant qu'il est attractif (ce
qui est suffisant). Pour x" par exemple :
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Modele de Fornasini-Marchesini

Modeéle de Roesser

Nouvelles relations

Ce modele n'est pas R-SS car pour A =pu =1,

(o (3 9) (2 1) -

On peut montrer qu'il est R-AS en montrant qu'il est attractif (ce
qui est suffisant). Pour x" par exemple :

J . i-1 /.
h i+k—1\ 1 , j+k 1 v
<12 () g 1S () sl
k=0 k=0

.—gl .—G2
=5 =5,
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Modele de Fornasini-Marchesini

Modeéle de Roesser
Nouvelles relations

1~ (i+k—1\1 ,
‘SI,J = 2: Z ( k )21(‘X0Jk‘7

k=0
Jj—No xh J .
e i+k—1\1 “ 0,~‘ i+k—1\1
s (T Er S o (R
k=0 k=j—Ng+1

IN
™
N =
+
8
A/
+
x~ x
\
[y
~—
R =
| £5
8
[]-
D
+
x x
\
[ary
~—
[ =

Relations entre les différentes définitions de stabilité po



Modele de Fornasini-Marchesini
Modeéle de Roesser

Nouvelles relations

h .
.0 i) J
< a 2T
Sl s (7 ) ..
k=j—No+1
HX‘? I+J 2"’0
2Mo 1 x

20, i
§€+ 2l+j ( ’+J >

Stirling, > (L J) pour n = i + j, on obtient le résultat.

N
n—o0 nm
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Modele de Fornasini-NV
Modeéle de Roesser
Nouvelles relations

Nouvelles Relations pour le Roesser

Stabilité
Exponentielle 1
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Modele de Fornasini-Marchesini

Modeéle de Roesser
Nouvelles relations

Non-lineaire :

Stabilité
Exponentielle 1
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